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Tiivistelma

Geometrinen algebra on viime vuosina kasvattanut su@sidtennontietei-
den matemaattisena menetelméné. Sen juuret ovat velt@anjpleksialgebras-
sa, joiden hyvat puolet on saatu yhdistettya, ja samaljegtiimé on laajennet-
tavissa useampaan ulottuvuuteen.

Tarked osa laajennusta on se, ettélotteisessa avaruudessa voi olla erilai-
sia olioita, joiden ulottuvuus vaihtelee nollastaién. Skalaarien (O-ulotteinen)
ja vektorien (1-ulotteinen) seuraaja on suunnattu tasoehdti, bivektori. Nama
kaksiulotteiset objektit soveltuvat hyvin esim. pydrifilikkeen kasittelyyn riip-
pumatta avaruuden ulottuvaisuudesta; akselin k&sitditeém kolmessa ulottu-
vuudessa.

Fysiikan havainnollistaminen helpottuu oleellisestilld&iusilla tyokaluilla,
varsinkin kun modernit teoriat vaativat totuttua enemméittuvuuksia. Lisae-
tuna saadaan laskennallista tehokkuutta esim. tensebigdgn verrattuna. Myos
vektori- ja kompleksialgebraa on helpompi ymmartad, kumaleddan maarat-
tyin& erikoistapauksina geometrisen algebran kokondmssta.

Avainsanat: geometrinen algebra, luonnontieteiden madtiset menetel-
mat

Johdanto

Luonnontieteita ja matematiikkaa ei aina ole pidetty isiit& aloina. Vield nykyaankin
ne kehittyvat vahvassa vuoropuhelussa toisiaan tukieitekin usein toivotaan, etta
luonnonilmididen hahmottaminen ja tieteen peruspegaatioitaisiin kasittda mate-
maattisista yksityiskohdista riippumatta. Tama vaatitiittgy osittain siihen tosiasi-
aan, ettd samaa ilmiéta voidaan kuvata hyvinkin eril@sitlatemaattisilla tydkaluilla.

Tilannetta voi havainnollistaa suhteellisuusperiadiieponka mukaan fysiikan la-
kien tulee olla riippumattomia koordinaatiston valinras®idemmalle vietyna ihanne
voi tarkoittaa, ettd fysiikan kasitteet on voitava esitki@rdinaatistoajattelun ulko-
puolella. Esimerkiksi Newtonin liikelakien yhtald = ma ei vaadi mitédén tiettyd ma-
temaattista esitystapaa vektoreilleja a. Fysiikan kannalta riittdé kasitys vektorista
suureena, jolla on suunta ja suuruus.

Fyysikoille jad monessa mielessa vapaus valita erilaistatemaattisten tydkalu-
jen valilta, esimerkiksi sen mukaan miten ne tarjoavatdaskllista eleganssia tai ka-
sitteiden hahmotusta. Jalkimmaéainen vaikuttaakin ehkKiiitigiselta yllamainitun pe-
riaatteen valossa, mutta on mydénnettava, ettd mateneattjgriestelmalla on oma



vaikutuksensa fysiikan kasittdmiseen. Vaikka matemiaiiknkin antanut fysiikalle
paljon, se on valitettavasti my6s aiheuttanut tiettyjakadumksia.

Geometrinen algebra (GA) on kaytéssa uudehko matemaattimmalismi, joka
korjaa tiettyja hankaluuksia yhdistamalla monen muun rretmein hyvid puolia. Sen
laskennallinen voima ja yksinkertaisuus nayttaytyvat rtietokoneita vaativissa nu-
meerisissa sovelluksissa. Toisenlaisesta tehokkuud@sta viitteen se tosiasia, etta
GA yleistaa kaksiulotteisen kompleksianalyysin korkeamplottuvuuksiin.

GA:n merkittdvinta antia luonnontieteille lienevat kuiken sen mahdollisuudet
mutkikkaiden ilmididen hahmottamisessa. GA:sta I0ytylyoldkaita tytkaluja sitten-
kin, kun vektorit ja kompleksiluvut eivat enda riita.

Matemaattisten menetelmien epékohtia

Jo lukiolaiset térmaavat eraaseen vektorialgebran kesi&riongelmaan ristitulon muo-
dossa. Operaatio onnistuu ainoastaan kolmessa ulottessagja se saattaa johtaa fy-
siikan puolella harhaan esimerkiksi siten, ettéd sdhkom@gmi nahdaan jotenkin kol-
meen ulottuvuuteen sidottuna.

Kun moderni fysiikka tarvitsee enemman kuin kolme ulotwita, otetaan yleen-
sa kayttéon tensorilaskenta. Sen lisdksi, etta formaltsimii mielivaltaisella ulottu-
vuuksien maaralla, nayttaa silta ettd tensoreiden avaiidaan kasitella myos vek-
toreita “korkeampia” objekteja. Koska vektori on oikeastayksiulotteinen element-
ti n-ulotteisessa avaruudessa, on seuraava mahdollinenzaskateinen tasomainen
olio. Yleistyksestd maksetaan kuitenkin se hinta, ettérgdonen kasitys vektoreista
ja muista objekteista hamartyy, koska tensorilaskenniggsigellaan objektien itsensa
sijasta vain niiden komponentteja.

Kolmessa ulottuvuudessa lisdd paanvaivaa aiheuttaatéerisitulosta saatava
vektori kayttaytyy koordinaattimuunnoksissa eri tavatlsin paikkavektorit. Nama
littyvat esimerkiksi pyorimisliikkeeseen, ja fysiikassiita sanotaankin aksiaalivek-
toreiksi erotuksena varsinaisista vektoreista (pola#tiwit). Ongelmia syntyy, koska
naita kahta ei aina selkeasti eroteta.

Jos pyOrimismaaraa ajatellaan vektorina, se maaritefiiéalin suuntaisesti kaa-
valla

L=rxp

jossar on kappaleen paikkavektori fasen likemaara. Mutta miten maaritella pyori-
mismaara, jos ulottuvuuksia on enemman kuin kolme, eikéuiisa ole kaytdssa?

Kahden ulottuvuuden py6rimisliike on helppo havainntdigr ja p ovat yhdessa
tasossa. Edellinen méaaritelma ei kuitenkaan toimi, kogkaimisen “akseli” ei mahdu
kahteen ulottuvuuteen. Ei kuitenkaan ole mitaan epailygtéikd pyorimisliike siella
olisi samanluonteista kuin kolmessakin ulottuvuudessa.

Yhdessa ulottuvuudessa pyorimisliiketta on hankala lelleit toisaalta kolmessa
ulottuvuudessa huomataan, etti p ovat aina samassa tasossa (kun pyérimismaara
sailyy). Nayttaa silta, etta pyorimisliikkeessa on jotparustavanlaatuisesti kaksiulot-
teista.

Pyorimismaara voidaankin maaritelld suunnatuksi tasoeteiksi, jonka suuruus
onrpsin @ séteen ja liikem&aran valisen kulmémukaan. Maéritelma toimii samalla
tavalla niin kahdessa kuin kolmessa ulottuvuudessa, jotifsei myds neljassa; se



kun ei vaadi, etta pydrimistasolle olisi yksiselitteineormaalivektori eli pyérimisen
“akseli”.

Hieman jalkiviisaasti voidaan muuten arvella, ettd ajggy8rimismaarasta taso-
suureena siséltyy jo Keplerin planeettaliikkeiden taiskdkiin: planeetasta Aurinkoon
piirretty sdde pyyhkéaisee tietyssa aikayksikossa ainasginta-alan, mika kuvastaa
pyorimismaaran sailymista.

Erds geometrisen algebran keskeisin oivallus onkin s&,pstbrimisliikkeeseen
ja muihin fysikaalisiin ilmi6ihin liittyva suunnattu tastementti sailytetdén tasoele-
menttind. Se ymmarretddn omanlaisena objektinaan kutdassktai vektori. Sita ei
voi tyhjentavasti selittdd esimerkiksi normaalivektaaivulla, kuten ristitulossa yrite-
taan tehda.

Historian kautta yksityiskohtiin

Kompleksiluvut

Kolmesta ulottuvuudesta useampaan siirryttaessa joadwtihtamaan vektorialgebra
joksikin muuksi. Vastaava tapahtuu kaksiulotteiseendasaskeuduttaessa, jo siitékin
syysta ettei pyorimista voi kasitella akselin kautta. T3ldkienee kuitenkin tensoreita
tutumpi, nimittdin kompleksialgebra. Pyorimisliiketté delppo havainnollistaa esi-
merkiksi seuraavalla eksponenttiesityksell&:

2(t) = coswt + isinwt = e

Jost on kuluva aika, luku kuvaa pydrimisliikettd kulmanopeuael. On huomattava,
etta kompakti esitys pyorimisliikkeelle on tassakin mdhska ilman akselin kasitetta
(kuva 1).

coswt

Z(t)

\oot

sin wt

Kuva 1: Pyorimisliike kompleksitasossa.

Korkeampi kompleksianalyysi antaa monia hammastyttéaskdnnallisia tulok-
sia. Niiden perusteella voi arvailla, etta kyseessa ormpapnemman kuin pelkka kah-

luna fysiikassa, jos ulottuvuuksien maara rajoittuu kahte

3



Esimerkkina mainittakoon konformikuvauksen kayttd vigeekniikassa: kuvitel-
laan, ettd neste virtaa ulkopuolisesta lahteesta tatidiebs kiinteda kiilaa, joka jakaa
virtauksen kahtia. Tehtdvana on laskea virtausnopeussgisa pisteessa (emme tassa
mene virtausmekaniikan yksityiskohtiin). Konformikukasen avulla voimme “oikais-
ta” kiilan niin, etta jarjestelmaan tulee yksi tasainentgijrjolloin fysiikka helpottuu
oleellisesti. Kun nopeudet on laskettu, suoritetaan l@idanh kuvaus alkuperaiseen
systeemiin.

Vektorialgebrassa vastaava operaatio on mahdoton, katk@suttuu kaannetta-
va laskutoimitus. Pistetulosta- b on mahdotonta maarittaa yksikasitteinlerjos a
tunnetaan, ja sama rajoitus koskee ristituloa. Geometrithgebra on oleellisesti rat-
kaisu naihin rajoituksiin, ja samalla kompleksialgebrégistys useampaan ulottuvuu-
teen.

Johdatuksena GA:han on syyta kiinnittda huomio kahden kelmjuvun seuraa-
vanlaiseen tuloon:

zZ1 = TIe
29 = roe?
= 2125 = r1efirye 2
= rireei01=02)

= riry(cosd + isind)

jossad = 60y — 6y

Tassé tulossa on toisesta luvusta otettu kompleksikoajtiggotta operaatio luvun
itsensa kanssa tuottaisi sen itseisarvon nelion. Jatkondla tuloksessa on monta
kiinnostavaa seikkaa, jos lukuja ajatellaan vektoreina:

¢ Kosinitermi on samansuuruinen kuin vektorien pistetdlorg vektorien vélinen
kulma)

e Sinitermi on samansuuruinen kuin ristitulo

¢ Kosini- ja sinitermit ovat eri laatua: ensimmainen on réalall ja toinen puhdas
imaginaariluku.

Tamahan on kuin laskisi pistetulon ja ristitulon yhteerikka varsinkin fyysikon
nakokulmasta saattaa nayttaa, ettei niin voi tehda. Myahiearhuomataan, ettei ope-
raatio ole yhtddn oudompi kuin kohtisuorien yksikkdveldni ja j summa. Erilaatuis-
ten komponenttien summa onkin yksi keskeinen ominaisuosg&isessa algebrassa.

Hamiltonin kvaterniot

Brittilainen fyysikkonakin tunnettu William Rowan Hanoit yritti ensimmaisten jou-
kossa yleistaa kompleksialgebraa useampaan ulottuvuutEgen vuonna 1844 esit-
telemansé kvaternioalgebra perustui “yksikkévektorgihii j ja k joiden laskutoimi-
tukset maaritellaan seuraavasti:

= =k=ijk=-1
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Jokainen yksikkdvektori vastaa siis erdanlaista imagipksikkoda, ja lisdksi viimei-
nen yhtalGijk = —1 kytkee yksikot toisiinsa kolmiulotteisessa avaruudegSamalla
myds maarittyy avaruuden katisyys.) On huomattava, etigitiiaiheessa ei nykyisin
tuntemaamme vektorialgebraa ollut viela kehitetty.

Maaritelmasta johtuu esimerkik§j = —ji = k. Algebrassa ei siis pade vaih-
dantalaki, kommutatiivisuus. Tama liittyy siihen, ettdrhessa ja useammassa ulottu-
vuudessa avaruudella on katisyys, oikea tai vasen. Kaltwidessa kompleksitasossa
katisyytta ei ole.

Kvaternioiden yhteys vektorialgebraan ja kompleksiltikuiselviaa tarkemmin
kahden “vektoriluonteisen” kvaternion tulosta:

a = aji+agj+ask
b = bii+boj+bsk
= ab = —(a161 + GQbQ + agbg)

+(agbs — boas)i+ (bsa; — asb1)j + (a1by — braz)k

Tuloksena on jalleen “pistetulo + ristitulo, " talla kertadussa komponenttimuodossa.
Pistetulon merkki tosin on vaihtunut, koska yksikkdvektarelié on negatiivinen.

Tulon vektoriosa on muodollisesti taysin sama kuin veloristitulossa. Itse
asiassa se on juuri nykyisen ristitulomme alkuperd. Hamiiit aikalaiset huomasi-
vat, etta ristitulo-osa soveltui hyvin esimerkiksi sahldimetismin kasittelyyn ja rat-
kaisi siten oleellisia ongelmia 1800-luvun fysiikassaloFueri osat joutuivat ndin va-
litettavasti erilleen, mika nykyisesta nakdkulmastaielignkin hyvin kapea-alainen ja
virheellinen ratkaisu. Eika vahiten siksi, ettd materklti ndin rajoitettiin kolmeen
ulottuvuuteen.

Grassmannin antikommutatiivinen algebra

Toinen tarkea askel kohti geometrista algebraa otettiiiswyonna 1844. Saksalainen
opettaja Hermann Giinther Grassmann pohti tiettavastinengisend, kuinka suunnat-
tua tasoelementtid voitaisiin kuvata matemaattisenaovigktverrattavana elementti-

na. Han maaritteli kahden vektorin ulkoisen tulam b tasoelementiksi seuraavin
ominaisuuksin (kuva 2):

1. Tulo on antisymmetrineri Ab = —-b Aa

2. Tasoelementit eli bivektorit muodostavat lineaarisearauden, eli niita voi las-
kea yhteen kuten vektoreitakin.

3. Tulossa patee litantalake A (b +¢c) =aAb+aAc.

Geometrisessa kuvailussa on tarkedd, etta tasoelemnegitiile maaratty tiettya
muotoa, ainoastaan suunta ja suuruus. Suunta voidaaltegjg@rimissuunnaksi, kos-
ka kussakin tasossa on kaksi mahdollista bivektorin sauktahden vektorin muodos-
tama tasoelementti on suuruudeltaan sama kuin vektoremde&maadman suunnikkaan
pinta-ala, mutta samansuuruinen ja -suuntainen elemaitthan saada mydos joista-
kin muista vektoreista. Toisin sanoen annetusta tasoelistie ei voi paatella, mista
vektoreista se on muodostettu.



alAb

\\
a/\ (b+c)

Kuva 2: Vektorien ulkoiset tulot muodostavat suunnattaisoelementteja. Ulkoisel-
le tulolle péatee osittelulaka A (b 4+ c) = a A b+ a A c. Samalla esimerkki nayttaa,
kuinka kahden tasoelementin summana muodostuu kolmas.



Clifford keksii geometrisen algebran

Brittilainen filosofi, fyysikko ja matemaatikko William Kgdon Clifford kuului niihin
harvoihin jotka olivat ymmartaneet Grassmannin omalaatunerkinttja seka aikaan-
sa edelld olevia ajatuksia. 1800-luvun matemaatikot blisata aloittamassa vaihtoeh-
toisten algebrojen tutkimista ja avautumassa sille mdisdolelle, ettei tulon tarvitse
aina olla kommutatiivinen. Geometrian kannaltahan onlligég, ettei vaihdantalaki
voi olla yleisesti voimassa, mika liittyy pitkélti koordwatiston katisyyteen.

Cliffordin vuonna 1878 esitteleméa geometrinen algebraigter uudenlaiseen las-
kutoimitukseen, geometriseen tuloon. Kompleksilukuiéaoten han yhdisti pistetu-
lon ja ulkoisen tulon:

ab=a-b+aAb

Taman jalkeen han maaritteli algebran uudestaan aksitis&izt pohjalta, jossa pis-
tetulo ja ulkoinen tulo eivat endé ole keskeisessa asenfassmetrista tuloa koskevat
seuraavat sdannot:

1. Liitantélaki:a(bc) = (ab)c = abc
2. Osittelulaki:a(b 4+ ¢) = ab + ac

3. Kahden vektorin valisessa geometrisessa tulossa symarebsa on skalaari:
(ab + ba)/2 = a - b (tuttu skalaaritulo)

Tasta voidaan uudelleen maaritella esim. ulkoinen tulo:
aAb=ab—a-b=(ab—Dba)/2

Geometrisen tulon tehokkuus nakyy esimerkiksi siing, tefi@lle on olemassa kaan-
teinen operaatio, jakolasku. Vektorialgebrasta tiedametia pistetulolla ja ulkoisella
tulolla (vastaa ristituloa) yksindan ei ole kaanteisoptioda. Mutta niiden yhdistel-
malla onkin kédanteinen operaatio, aivan kuin kompleksijel jakolasku.

Jos on annettu geometrinen talb seké vektora, tiedetdén vektori sijaitsevan
tasossa A b. b:n ratkaisemiseksi riittdd siten kaksi komponentiib:n skalaari- ja
bivektorikomponenttien itseisarvoista

|a-b| :ab”
|a/\b| =ab|

saadaan reaalilukujen jakolaskubgja b, , b:n komponentiti:suunnassa ja sita kohti-
suoraan. Komponenttien etumerkit (+/-) selviavat bivakteuunnasta seka skalaaritu-
lon merkistd. Nainollerb voidaan yksikasitteisesti maarata eraanlaisella jakolks
Kéaytannossa laskua ei suoritettaisi nain, eika tata voebgatasmallisena todistukse-
na, mutta jakolaskun olemassaolo tulee ndin selvemmaksi.

Liitantalaista seuraa, ettd geometrista tuloa ei ole tetjoi vain kahden vekto-
rin valiseksi operaatioksi. Esimerkiksi ulkoinen tulo taln ja bivektorin valilla on
trivektori, suunnattu tilavuuselementti, jos vektori é& damassa tasossa bivektorin
kanssa. Téllainen tilanne saadaan vaikkapa kolmella it A b A ¢ voidaan ym-
martda vektorien muodostamana suuntaissarmiona. Siweltaad tdma on sama kuin



vektorialgebran kolmitula - b x c. Trivektorilla on lisdksi suunta, joka kertoo, muo-
dostavatko vektorih, b ja ¢ oikea- vai vasenkétisen kokoelman.

Kuten jo kvaternioiden yhteydessa todettiin, ristitulgjatetulo erillisind operaa-
tioina voittivat muut menetelméat 1800-luvun arvovaltarsttiedemiesten painostuk-
sessa. Sen ajan fysiikka ei tosin vaatinut tehokkaampisetabnid. Geometrisen al-
gebran unohdukseen vaikutti varmasti myos Cliffordin eraileainen kuolema vuon-
na 1879. Kun 1900-luvun alun suhteellisuusteoria ja kimettaniikka alkoivat vaatia
tehokkaampaa matematiikkaa korkeammissa ulottuvuwksidisgeometrinen algebra
kaytannossa kadonnut. Fyysikot joutuivat turvautumaasdslaskentaan, joka on la-
hinn& komponenttiesitys vailla intuitiivista sisaltoa.

Hestenes pelastaa GA:n

Geometrinen algebra l8ydettiin uudelleen vasta 1960Haviolloin amerikkalainen
tutkija David Hestenes huomasi kvanttimekaniikan magsigyksessa piilevan geo-
metrisen merkityksen. Matemaattisesti katsottuna Pagin-matriisit muodostavat
kolmen ulottuvuuden Cliffordin algebran, koska ne nouaslatt samoja laskusaantoja.
GA:n tuominen yleisempaén tietoisuuteen on ollut vaikesittaon siksi, etta sitéa on
pidetty liiaksi kvanttimekaniikkaan kytkettyna jarjelstéind. Hestenes huomasi kui-
tenkin varhain, ettd GA on tehokas ja intuitiivinen tyok&hikkiin matemaattisiin tie-
teisiin, ja hanen tyénsa onkin palkittu vuonna 2002 ametlikisten fysiikanopettajien
Drsted-mitalilla.

Laskennallisia esimerkkeja

Kompleksilukujen geometrinen tulkinta

Kahden ulottuvuuden geometrisessa algebrassa on seupgamaelementit: skalaari
1, yksikkovektorite; ja eo, seka bivektoril = e; A es = ejes. Yksikkdvektoreille
patee IuonnoIIises'éz =e; e, = 1 (k =1,2). Koskae; e, on kahdessa ulottuvuu-
dessa korkeimman asteen objekti, on silla erityinen asaminjitys pseudoskalaari.
Bivektorina sille patee,e; = —esqe;. Erityisesti huomattakoon pseudoskalaarin nelio

I2 = ejegejey = —ejejeqgeyg = -1

Nain olemme geometrisista lahtokohdista saaneet objgktitka nelid on negatiivi-
nen, ja yhteys kompleksilukuihin on selvempi. Yleinen wekkahdessa ulottuvuu-
dessa voidaan muuntaa kompleksiluvuksi seuraavasti:

v = ae;+ bey
= e|v = ae% + bejey
= a+1Ib

Vektorin e; valinta voidaan selittda silla, etta se vastaa komplekmitaeaaliakselia
jolla vaihekulma on nolla. Se siis maarittaa kompleksitasigainnin suhteessa vekto-
ritasoon.



Geometrisen algebran kautta saadaan nain uusi nakokulmylédsilukujen geo-
metriseen merkityksen. Moni yritys sijoittaa komplekkilja fysiikan kaavoihin on
epaonnistunut lahinna siksi, etté niiden geometrinen itysrkn ollut epaselva.

Jos esimerkiksi sijoitamme suhteellisuusteorian kaawoihlonnopeutta suurem-
man nopeuden, saamme tekijan jossa esiintyy negatiivisem Ineliéjuuri. Tulos voi-
daan ajatella imaginaarisena tekijand, mutta GA:n pegllateoimme arvata, etta sel-
lainen luku ei ole vektori eikd skalaari. Nain voidaan dgtigahvemmin perustella
nopeuden ylaraja suhteellisuusteoriassa.

Erdas GA:n tarkea tavoite onkin korvata fysiikassa ja ingiitiieteissa kaytetyt
kompleksiluvut paremmin kasitettavilla suureilla. Raxfkein vaihtoehto olisi paas-
ta kompleksiluvuista kokonaan eroon ja sita kautta vatuiéiéia sekaannuksia.

Peiliheijastus

Kolmiulotteisessa todellisuudessamme peilit ovat kdktieisia tasoja. Toisaalta pei-
laus ei ndyta mahdottomalta kahdessakaan ulottuvuudessa,peili on viivamainen.
Aivan kuin pyoérimisliikkeesta puhuttaessa, on peilaugaxa@ maaritella ulottuvuuk-
sista riippumatta. Kaksi- ja kolmiulotteiselle peilill&teinen tekija on normaalivekto-
ri, joka voidaan ottaa yleisen peilausoperaation pergs{ikva 3).

Kuva 3: Peiliheijastus normaalivektorilla Katkoviiva kuvaa varsinaista peilia.

Kun peili madaritellaéan yksikkdvektorillm (n?2 = 1), voidaan kasiteltava vektori
a aina jakaa kahteen komponenttiin, joista toinen on samantainen ja toinen kohti-
suorassa peilivektoria vastaan:
a=a +ag

Edellinen komponentti om:n projektion:lle, joka saadaan vektorialgebrasta tutulla
kaavalla:
aH = (a . n)n

Geometrinen algebra taas antaa yksinkertaisen kaavaligédjaneelle komponentille:

a|; = a—aH
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= an®? - (a-n)n

(an —a-n)n
(aAn)n

Peiliheijastuksen tuloksena, vaihtaa suuntaa, mutta, sailyy samana. Tulos on
GA:lla ilmaistuna

a = aL—aH
= (aAn—a-n)n
= —(nAa+n-a)n

= —nan

Saatu kaava on merkillisen kompakti. Vaikka kyseessa osédn yksinkertaisimmista
sovelluksista, pitdisi jo tdssa vaiheessa kayda selwvdilin tehokasta GA:lla operoi-
minen voi olla. Kaava on luonnollisesti riippumaton uletiuksien maarasta.
Bivektorin peilauskaava saadaan, kun ajatellaan sendmskahdesta vektorista
ja sovelletaan edellistd kaavaa kumpaankin erikseen. utafpksessa miinusmerkit
kumoavat toisensa j8 = +nBn. Tassa nahdaan, miksi pyorimisliikkeen kasittely
vektorina tuottaa ongelmia; sen muunnoskaava on erildinenpaikkavektoreilla.

Rotaatio

Pyorimisliikkeen olemusta olemme jo kasitelleet, muttisivaisen rotaatio-operaation
yksityiskohdat ovat viela selvittdméattd. Tassa kaytetd@raksi sita tosiasiaa, etta ro-
taatio voidaan ajatella yhdistelménéa kahdesta peilatks@sloin edellista peilaus-
kaavaa voidaan hyddyntaa.

Jos kaksi peilia asetetaan suoraan kulmaan, on esineerpkdré&htanytl 80° al-
kuperaisesta peilien leikkausviivan ympari. Yleistettymielivaltaisiin ulottuvuuksiin
ja kulmiin tama tarkoittaa seuraavaa:

Kun peilataan ensin vektorillm ja sen jalkeen toisella vektorilla,
on suoritettu rotaatio vektorien maaradamassa tasossaasumijoka on
m:Stdn:&8n oleva pienempi kulma, ja suuruudeltdaksi kertaa vek-
torien valinen kulma. Tama on helppo todistaa kun toimitaan ainoastaan
ko. tasossa; operoitavan vektorin komponenteista aiaaagasossa ole-
vat muuttuvat.

GA:n formalismissa vektorin rotaatio on siis yksinkerégis

a' = —n(—-mam)n = +nmamn

Tama kirjoitetaan usein muotoati = RaR missaR = nm on roottori eli rotaation

operaattori;R = mn on nimeltdank:n k&anto (reverse), josdan sisaltamat vektorit

on kirjoitettu kadanteiseen jarjestykseen. (GA:ssahaisgdti ottaerab # ba.)
Bivektoreille peilaus tuotti erimerkkisen kaavan kuin iarkille. Rotaatiossa kui-

tenkin B’ = +n(+mBm)n ja kaava onkin sama. Itse asiassa rotaatiokaava on sama

mille hyvansa objektille. Tassd on merkittava ero tendgeiaraan, jossa rotaatio muo-

dostuu sitd monimutkaisemmaksi, mitd korkeamman astegeRtefa operoidaan. GA
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Kuva 4: Rotaatio muodostuu kahdesta perékkaisesté haifesdta.

ei siis ole “tensorilaskennan geometrinen tulkinta” vaaskennallisestikin erilainen
jarjestelma.

Tyypillinen pyodrimisliikkeen kuvaus on paikkavektotj joka kiertaé ajan funktio-
na maaratylla pyorimistasolla. Roottorikasitteen avelavoidaan kuvata talla tavalla:

x(t) = R(t)xoR(t)

missax, on paikkavektori tietylla alkuhetkelld. Laskennallisekannalta on hyodyl-
listé, ettéx(t):n liike voidaan kasitelléR(¢):n ajallisena muutoksena. Tasta seuraa
usein, etta ratkaistavat yhtalot ovat yksinkertaisempiim lalkuperaiset. Jos esimer-
kiksi x(¢) on neljannen asteen polynomi, @i{t) toista astetta ja siten helpompi rat-
kaista.

Kun mutkikkaita laskelmia suoritetaan tietokoneella, arkana l&hes aina pyoris-
tysvirheitd; tietokoneella ei voi kuvata rajattoman tasjekreaalilukuja. Virheet voivat
kasautua odotettua suuremmiksi, mistd aarimmainen dhivar kaoottinen jarjestel-
ma. (Kaaosteoria keksittiin alunperin tietokoneilla tgbih sddennusteiden yhteydes-
sa.) Geometrinen algebra voi auttaa tassakin, koska laakieren yksinkertaisuus —
esim. polynomin alempi asteluku — merkitsee pienempadgtierkkyytta. GA onkin
jo kaytossa esimerkiksi modernien tietokoneiden grafitkkaessoreissa.

Yhteenveto

Modernin luonnontieteen kehitysta ovat osaltaan rajoétéd kaytettavissa olevat ma-
temaattiset menetelmét. Seuraavat kaksi ovat hyvin tiettof@, mutta tuskin ainoita
ongelmien lahteita:

e \ektori- ja kompleksialgebra muodostuvat varsin helpbatimotettavista ele-
menteistd, mutta ne ovat liilan yksinkertaisia voidaksegrata monia keskeisia
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luonnonilmi6ité. Liséksi ne ovat sidottuja kahteen ja keén ulottuvuuteen.

e Tensorialgebran kayttéalue on huomattavasti laajempitarse hamartaa fy-
siikan ilmi6t lukujoukkojen taakse, eiké siten tarjoa juonitddn kasitteellista
apua.

Tama kahtiajako on osittain historiallisten sattumustalosta, ajalta jolloin vekto-
rialgebralla saattoi kattaa miltei koko fysiikan. Histmijaanteista on kuitenkin kai-
vettu esiin geometrisen algebran ykseys, joka on huonaakeraus mainittuihin on-
gelmiin. Esimerkiksi pydrimisliikkeelle saadaan sitenfteva kuvaus mielivaltaisissa
ulottuvuuksissa, kun akselin kasite korvataan suunrsataoelementilla.

GA on kuitenkin enemman kuin tensorialgebran uusi tulkimtgk& huomataan
tiettyjen laskutoimitusten yksinkertaistumisena. Vakgi laskennallisen fysiikan so-
veltajille thmé& on merkittava etu.

Lahteet
Artikkeli perustuu paaasiassa Kkirjoittajan opintoihinn@aidgen yliopiston fysiikan

laitoksella. Kyseisen GA-luentokurssin materiaali sekduta asiaankuuluvaa tietoa
on saatavilla Internetista osoitteesta http://www.moam.ac.uktclifford/.
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